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Resumen

Esta investigación estudia el problema de determinar un portafolio óptimo 
cuando los activos tienen rendimientos provenientes de distribuciones 
a-estables. El portafolio óptimo contiene un activo libre de riesgo y varios 
activos riesgosos, los cuales incluyen notas estructuradas. Se calculan los 
estadísticos básicos de los activos y se estiman los parámetros de la distribución 
a-estable de los rendimientos y la matriz de covariación a través de máxima 
verosimilitud. Por último, se muestra que al incluir notas estructuradas en el 
portafolio óptimo a-estable se obtiene mayor rendimiento, menor riesgo y 
mejor desempeño que el portafolio óptimo gaussiano.
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AbstRAct

This paper is aimed at studying the optimal portfolio problem when the assets 
have returns from a-stable distributions. The optimal portfolio contains a 
riskless asset and various risky assets, including structured notes. The basic 
statistics of the assets are calculated and both the a-stable distribution 
parameters and the covariation matrix are estimated through maximum 
likelihood. Finally, it is shown that by including structured notes in the 
a-stable optimal portfolio it is obtained higher returns, lower risk and better 
performance than Gaussian optimal portfolio.
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1. IntRoduccIón

El análisis media-varianza, propuesto por Markowitz (1952), es una de las 
primeras teorías que se desarrollaron para el problema de selección de portafolios 
óptimos. Dicha selección se lleva a cabo con base en el rendimiento y la varianza 
del portafolio. Markowitz definió el riesgo del portafolio como la varianza del 
mismo. Uno de los supuestos de esta teoría es que los rendimientos provienen 
de una distribución gaussiana multivariada. No obstante, las conjeturas de 
Fama (1965a, 1963, 1965b) y Mandelbrot (1967, 1963) alejan la distribución 
empírica del mundo gaussiano. La evidencia empírica al respecto es amplia 
y algunos trabajos realizados, recientemente, en el marco de distribuciones 
a-estables son: Dostoglou y Rachev (1999), Čížek et al. (2005), Scalas y Kim 
(2006), Contreras-Piedragil y Venegas-Martínez (2011) y Climent-Hernandez 
y Venegas-Martínez (2013). En estas investigaciones se muestra la existencia 
de leptocurtosis y asimetría en los rendimientos y toman como una alternativa 
más realista y rica a la distribución a-estable para modelar la dinámica los 
rendimientos. Uno de los objetivos del presente trabajo consiste en examinar 
el problema de la toma de decisiones de portafolio óptimo de un inversionista 
cuando la incertidumbre de los mercados financieros es modelada a través de 
rendimientos a-estables y las decisiones se toman con base en la minimización 
del riesgo.4 

El objetivo principal de esta investigación es analizar el problema de por-
tafolio óptimo de n activos con riesgo y un activo libre de riesgo extendiendo 
la investigación realizada por Ortobelli et al. (2004) al caso multivariado. En 
particular, los activos en el portafolio son el dólar spot, el futuro sobre el dólar 
americano y el contrato de opción europeas sobre el contrato futuro del tipo 
de cambio spot; los precios de estos dos últimos son tomados del MexDer.

Este trabajo está organizado de la forma siguiente: en la sección 2 se pre-
sentan los vectores aleatorios a-estables, el modelo a-estable, la covariación, 
el proceso aleatorio a-estable y la matriz de covariación; en la sección 3, se 
describen las características estadísticas de los activos y se realiza la estimación 
de los parámetros a-estables; en la sección 4, se plantea el modelo media-
dispersión y la estimación de la matriz de covariación y el portafolio óptimo 
a-estable; en la sección 5 se construyen productos estructurados sobre una 
opción sintética de venta en posición corta y sobre la cobertura de compra a 
la alza; y por último en la sección 6 se presentan las conclusiones del trabajo 
de investigación.

4 Otras investigaciones que utilizan rendimientos a-estables en el problema de decisión de un inversio-
nista racional maximizador de utilidad son: Ortobelli et al. (2002), Rachev et al. (2003), Tokata et 
al. (2003), Ortobelli et al. (2004), Rachev et al. (2004), Ortobelli et al. (2005a), y Ortobelli, et al. 
(2005b).
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2. poRtAfolIo óptImo en meRcAdos a-estAbles

A continuación se presentan las definiciones y resultados necesarios para el 
desarrollo y la aplicación de portafolios óptimos en mercados a-estables.

2.1 Vectores aleatorios a-estables

Definición 1. (Vector aleatorio a-estable). Se dice que X=(X1,..., X�)∊ℝ�  es 
un vector aleatorio a-estable si la sucesión de variables aleatorias �Xk�k∊ℕ  son 
copias independientes e idénticas de X , y para todo 2n ≥  existe ( ]0,2a ∈  tal 
que

 
1

lim
n d

k n nn k
X c

→∞
=

= +∑ X D      (1)

donde las constantes de escala satisfacen 1/
nc n a=  y Dn∊ℝ�.

Definición 2. (Vector aleatorio estrictamente a-estable). Se dice que X∊ℝ� es 
un vector aleatorio estrictamente a-estable si la sucesión de variables aleatorias  
�Xk�k∊ℕ son copias independientes e idénticas de X , y para todo 2n ≥  existe 

( ]0,2a ∈  tal que

 
1

lim
n d

k nn k
X c

→∞
=

=∑ X       (2)

donde las constantes satisfacen 1/
nc n a= .

Definición 3. (Vector aleatorio a-estable simétrico).  Se dice que X∊ℝ� es 
un vector aleatorio a-estable simétrico si es un vector a-estable y además 
satisface ƤX∊�ℝ� = Ƥ-X∊�ℝ� en el espacio medible �ℝ�, Ƥ donde �ℝ� es 
la σ -álgebra de Borel sobre ℝ�.

Teorema 1. (Combinación lineal de las componentes de X). Sea X∊ℝ�  un 
vector a-estable, entonces existen ( ]0,2a ∈ , a,b,c,∊ℝ++ y un vector, D∊ℝ� 
tales que:

 1 2

d
aX bX c+ = +X D      (3)

donde c a ba a a= + . Más generalmente, cualquier combinación lineal 
,Y = b X  es una variable a-estable y la función 〈b,X,〉:ℝ� × ℝ� → ℝ es el 

producto escalar de los vectores b  y X  tal que:

 1 1
1

,
n

t
k k n n

k
b X b X b XY

=

= ⋅ = = = + += ∑b X b X b X    (4)
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Las distribuciones conjuntas a-estables, usualmente, no tienen una ex-
presión analítica cerrada, entonces es necesario representar de forma única a 
cualquier vector aleatorio a-estable X∊ℝ�  a través de la función característica 
conjunta ( )

1 , , 1, ,
nX X nκ κΦ   , entonces la función característica ( )ΦX ê  del vec-

tor aleatorio a-estable X∊ℝ� es:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

,
, , 1

1
, , expE E E

t

n

n
i

X X n k k
k

e i X eê X ê X
X ê ικ κ κ

=

 
 
 

 Φ = Φ = = = 
 

∑   

donde 1i = −  es la unidad imaginaria.

Teorema 2. (Función característica de un vector aleatorio a-estable). Sea 
( )0,2a ∈ , entonces n∈X �ℝ𝑛 es un vector aleatorio a-estable si y sólo si existe 

una medida finita Γ  sobre la esfera unitaria Sn∊ℝ� y un vector de localización 
D=(δ1,..., δn)∊ℝ� tal que:

 
( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

exp , 1 , tan d , si 1

2exp , 1 ,

sg

l

n

sg n , d , si 1n

n

n

S

S

i

i
X

ê s ê s s ê D

ê

ê s ê s ê s s ê D

a
θ a

ι a
π

  
− − Γ + ≠     Φ = 

 
− − Γ + =     

 
 
 

∫

∫
 (5)

donde la representación espectral 〈Γ,D〉 del vector aleatorio a-estable X∊ℝ� 
es única y Γ es la medida espectral del vector aleatorio a-estable X∊ℝ�.

Definición 4. (Función de cumulantes de un vector aleatorio a-estable). Un 
vector aleatorio X∊ℝ� tiene una distribución a-estable si y sólo si la función 
de cumulantes del vector aleatorio X∊ℝ� es:

 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1 , tan d , si 1

ln
2, 1 , ln , d ,

sgn

sgn si 1

n

n

S

S

i

i
X X

ê s ê s s ê D

ê ê
ê s ê s ê s s ê D

a
θ a

ι a
π

− − Γ + ≠

Ψ = Φ = 
− − Γ + 




=
 



∫

∫

   

        (6)

2.2 El modelo a-estable para la selección óptima de portafolios

Proposición 1. (Parámetros a-estables de la combinación lineal). Si X∊ℝ� es 
un vector aleatorio a-estable con ( )0, 2a ∈  y w∊ℝ�, entonces la combinación 
lineal ( )1, ~ , , ,X X XX S a β γ δ= w X . Sea τ∊ℝ y sea êτw∊ℝ, entonces la 
función de cumulantes de la variable aleatoria X  es:
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ln

, d sgn tan , , d , ,

2, d sgn , ln , d ,

sgn

.

n n

n n

X

S S

S S

i

i

Xê ê

w s s w s w s s w D

w s s w s w s s w D

a aaτ ι τ θ τ

τ ι τ τ
π

Ψ = Φ


− Γ − Γ +

= 
 

− Γ + Γ +     

 
  





∫ ∫

∫ ∫

   

                (7)

Por lo cual,

 
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

, d

, , d
,

, d

, si 1,

,

sgn

, , ln , d si 1.
2

n

n

n

n

X
S

S
X

S

X

S

w s s

w s w s s

w s s

w D

w D w s w s s

a
a

a

a

γ

β

a
πδ a

 
 = Γ

Γ

=
Γ

≠
=  − Γ =





 

∫

∫

∫

∫

  

Si los rendimientos se suponen a-estables multivariados con índice de es-
tabilidad ( )0, 2a ∈ , entonces ( )E =X D  y ( )~ ,0, ,0S a γ−X D , es decir −X D  
tiene una distribución a-estable simétrica.

Sea w  el vector de diversificación de los recursos para el portafolio 
,X = w X . A través del parámetro de escala Xγ  de la distribución a-estable 

representado por la ecuación  se tiene problema de optimización de portafolio 
a-estable siguiente:

 

( ), d

sujeto a:   

Minimiza

 

r

        
, 1,

 

 

, .

n

X
S

a

w
w s s

w e
w D

aaγ

=

= Γ

≥

∫

    (9)

Definición 5. (Vector aleatorio a-estable simétrico subordinado). Se dice que 
el vector aleatorio nAX G= ∈�ℝ� tiene una distribución a-estable simétrica 
para ( )0, 2a ∈  si A  es una variable aleatoria / 2a -estable extrema positiva con 

( )0,2a ∈  y tal que
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2

~ ,1,cos ,0
2 2

A S aa θ  
  

  
 .    (10)

Si A  es independiente del vector aleatorio ( )1, , n
nG G= ∈G  �ℝ� con una 

distribución gaussiana multivariada con media nula y matriz de covarianza ∑ 
tal que G~N(0,∑), entonces se dice que X  está subordinado a G .

Proposición 2. (Función de cumulantes de un vector aleatorio a-estable 
simétrico). El vector aleatorio a-estable simétrico n∈X �ℝ� subordinado a n∈G �ℝ� 
tiene  la siguiente función de cumulantes:

 ( ) ( )( )
2

0 0

1ln
2

n n

X j k jk
j k

RXê ê

a

κ κ
= =

Ψ = Φ = − ∑∑  .  (11)

2.3 Covariación

La covarianza no está definida en general para las distribuciones a-estables, 
pero se puede definir el concepto de covariación para 1a > .

Definición 6. (Covariación). Sean ( )1, , nX X  variables aleatorias conjuntas 
a-estables simétricas donde 1a >  y Γ  la medida espectral del vector aleatorio 

nX ∈�ℝ�, entonces la covariación de jX  sobre kX  es una función ( ),ov :c j kX X
a

→×� � �: 
ℝ×ℝ→ℝ tal que:

 ( ) ( )1ov dc ,
n

j k j k
S

X X s s a

a

−= Γ∫ s      (12)

donde
 ( )

1
11

1

si 0,

si 
s

0
gn

.
k k

k k k
k k

s s
s s s

s s

a
aa

a

−
−−

−

 ≥= = 
<

 

Lema 1. (Covariación de variables aleatorias a-estables). Sea nX ∈�ℝ� un 
vector aleatorio a-estable simétrico con 1a > , medida espectral Γ  y sean 

,Y = a X  y ,Z = b X , entonces:

 ( ) ( )1cov , , , d
nS

Y Z a

a

−= Γ∫ a s b s s  .   (13)

Lema 2. (Covariación y el momento conjunto). Sean ( )1, , n
nX X ∈ �ℝ� 

variables aleatorias conjuntas a-estables simétricas con 1a > , entonces para 
toda ( )1,p a∈ :

 
( ) ( )1cov , E

E

p
j j k

p
k k

kX X X X

X X
a

a

a

−

=  .    (14)
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Proposición 3. (El momento conjunto y el parámetro de escala). Sea 
( )~ , , ,0X S a β γ  con ( )0, 2a ∈ , entonces para toda ( )0,p a∈  existe una 

constante ( ), ,c pa β  tal que:

 ( )
1

, ,E pp X c pa β γ=       (15)

donde
( )

( )
( )( ) ( )( )

( )

1

2 2 2
1 2

0

1

1 2

0

, , E

2 1
1 tan cos arctan tan si 0,

sin d

2 1
si 0.

sin d

pp

p
p

p

p

p

c p Y

p
p

p u u u

p

p u u u

a

a β

a β θ β θ β
a

a β

−

∞ − −

−

∞ − −

=

  Γ −     + ≠  
 = 

  Γ −    =


∫

∫

 

        (16)

Aquí, 
d

X Yγ=  e ( )~ , ,1,0Y S a β .

2.4 Proceso estocástico a-estable

Definición 7. (Proceso estocástico a-estable). Un proceso estocástico { }t t T
X

∈  
es a-estable si todas sus distribuciones de dimensión finita son a-estables.

Proposición 4. (Representación integral del proceso estocástico a-estable). 
Sea ( ), ,Ω F P  un espacio de probabilidad donde { }t t T

G
∈  está definido y M  

es una medida aleatoria a-estable simétrica en el espacio medible ( ),Ω F  
con medida de control P , entonces el proceso  tX  subordinado al proceso 
gaussiano tG  tiene la representación integral siguiente:

 ( ) ( )1 , d
2 d

d

tX G t x M x
a Ω

= ∫      (17)

donde ( )d E aa
a = Z  con ( )~ ,NZ 0 1  y además:

i) La integral estocástica está definida ya que ( ) ( ) ( ), d E tG t x x G a

Ω

= < ∞∫ P .

ii) Cualquier variable aleatoria ( )2~ 0,G N σ  satisface ( ) ( )22E E d EGG G
a a

a a a
aσ

σ
 

= =  
 

iii) Y además ( )
2

2d

12
E

a

aa
a

a

π

+ Γ 
 = =Z .
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2.5 Matriz de dispersión

Lema 3. (Matriz de covariación). Sea nX ∈�ℝ� un vector aleatorio estrictamente 
a-estable con ( )1, 2a ∈   y [0, )p a∈ , entonces

 ( )
1

2 E
12 1

2

pp
kk k

p

p

X
p p

π
γ

a

 Γ − 
 =

+   Γ − Γ   
   

    (18)

y para toda [1, )p a∈  

 ( )12 2
1

2 E
12 1

2

pp
jk kk j k

p

p

X X
p p

π
γ γ

a

−−

 Γ − 
 =

+   Γ − Γ   
   

.   (19)

Si  X~N(0,∑), entonces para toda [0, 2]p ∈

 ( )
2

E
12

2

pp
kk kp X

p
πσ =

+ Γ 
 

    (20)

y para toda [1, 2]p ∈

 ( )12 2
3

4

1
2 E
12

2

pp
jk kk j kp

p

X X
p

π
σ σ −−

−

 Γ − 
 =

+ Γ 
 

 .   (21)

Si se supone que el vector de rendimientos n∈r �ℝ� tiene una distribución 
a-estable con ( )1, 2a ∈ , entonces por la Proposición 1, la función característica 
de nX ∈�ℝ� tiene la representación siguiente:

 ( ) ( ), 2E E exp , , ,ie iê X
X ê Q D

a

κ κ κ
  

Φ = = − +  
  

 (22)

donde ( )2
jkγ=Q  es una matriz definida positiva de n n×  y ( )1, , n

nδ δ= ∈D  �ℝ� 

es el vector de localización. En consecuencia, el rendimiento del portafolio es 
la combinación lineal del rendimiento libre de riesgo 0r   y los rendimientos 
con riesgo ( )1, , t n

nr r= ∈r  �ℝ�, es decir 0 0, w r+w r  donde ( ) ( ) 1
0 0, , , nw r +∈w r �

 ℝ�+1 y n∈w �ℝ�, entonces el comportamiento de los valores extremos de la 
distribución de los rendimientos implica que el vector de rendimientos n∈r �ℝ� 

se encuentra en el dominio de atracción de una ley a-estable n-dimensional y 
se puede suponer que el rendimiento del portafolio es:
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( ) ( ) ( )( )0 0, 1 , 1 , , , E
d

t t
X XX r r S Xa β γ= + − = + − =w r w e w r w e

 
(23)

donde ( )0, 2a ∈  es el parámetro de estabilidad, 0Xβ =  es el parámetro de asimetría, 
, ,Xγ = w Q w  es el parámetro de escala y ( ) ( ) ( )0E ,E 1 ,X r= + −w r w e .

Teorema 3. (Problema de optimización). Si el vector de rendimientos 
con riesgo ( )1, , n

nr r= ∈r  �ℝ� tiene una distribución a-estable subgaussiana 
con ( )1, 2a ∈ , entonces el rendimiento esperado del portafolio ( )E X  es 
una combinación lineal tal que ( ) ( ) ( )0E ,E 1 ,X r= + −w r w e  y se tiene el 
problema de optimización siguiente:

 

( )

2

0

, ,

sujeto a                             

Min

   

imi

  

zar

E
1

:
, ,

.

t
X

X

w
X m

w
w Q w w Qw

w e

γ = =

+ =
=

    (24)

donde ( ) ( ) ( )0E , E 1 , XX r m= + − =w r w e  y la medida de riesgo ,Xγ γ= w X  
es una función convexa de n∈w �ℝ�. Por lo tanto, cada portafolio óptimo 
pertenece a la frontera media-dispersión:

 
0

02
0 0

0
02

0 0

si 
2

si 
 

2

X
X

X
X

x

m r m r
Ar Br C

r m m r
Ar Br C

γ

− ≥ − +=  − <
 − +

    (25)

para alguna  [1, )p a∈ .

Es importante destacar que existe consistencia, como lo muestran Ortobelli 
et al. (2005a), Venegas-Martínez (2008) y Venegas-Martínez y Rodríguez-
Nava (2009), entre los inversionistas que desean minimizar la dispersión de 
los rendimientos y los inversionistas racionales que desean maximizar una 
función de utilidad cóncava U .

Teorema 4. (Problema de asignación óptima). Si el vector de rendimientos 
con riesgo n∈r �ℝ� tiene una distribución a-estable subgaussiana con ( )1,2a ∈  
y cada portafolio con riesgo ,RX = w r  es tal que ( )~ , , ,R R R RX S ma β γ , 
entonces el rendimiento esperado del portafolio ( )E X  es una combinación 
lineal tal que ( ) ( ) ( ) 0E 1 ,EX rλ λ= − +w r  y ( )0~ ,0, 1 , 1R RX S m ra λ γ λ λ− − + , 
por lo tanto se tiene el problema de asignación óptima siguiente:
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donde b ++∈�ℝ++, ( )1,p a∈  es la potencia de la medida de riesgo,  q ++∈�ℝ++ es la 
tolerancia para la medida de riesgo.

A partir del Teorema 3 se tiene que el portafolio óptimo tiene la diversificación 
de recursos:

( )10 0
02 2

0 0 0 0

y , ,E
2 2

X Xm r m r r
Ar Br C Ar Br C

λ −− −
= = −

− + − +
w Q r e  (27)

donde

( ) ( ) ( )1 1 1, , , , E E , Ey ,t tA B C− − −= = = te Q e e Q r r Q r  (28)

Con base en el Teorema 4 se tiene que la asignación óptima para los 
inversionistas racionales es

 ( )
( )1

0

0

,E
1

Q r
B r A

λ
− −

= −
−

r e
w     (29)

donde 

( ) ( )
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  Γ − =  

 +  Γ 
  =    

(31)

La matriz de covariación se puede estimar a través de las ecuaciones  y  
para el caso a-estable y a través de las ecuaciones  y  para el caso a-estable 
gaussiano.
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3. poRtAfolIo óptImo a-estAble

Ortobelli et al. (2002), Ortobelli et al. (2004) y Rachev et al. (2004) comparan 
el supuesto de distribución a-estable con el supuesto de distribución gaussiano 
considerando el problema de asignación óptima con las dos posiciones 
siguientes: un activo con riesgo y un activo libre de riesgo, utilizando los 
índices S&P500, DAX30 y CAC40.

3.1 Activos con riesgo

En la investigación presente se consideran los 19 activos con riesgo siguientes:

4. El precio del dólar americano fix del 3 de enero de 2011 al 19 de diciem-
bre de  2011.

5. El precio del dólar americano spot del  3 de enero de 2011 al 19 de di-
ciembre de 2011.

6. El futuro sobre el dólar americano negociado en el MexDer del 3 de enero 
de 2011 con fecha de vencimiento el 19 de diciembre de 2011 (350 días 
de plazo).

7. El precio de mercado de 16 opciones europeas de compra sobre el futuro 
sobre el tipo de cambio spot negociadas en el MexDer del 3 de enero de 
2011 con fecha de vencimiento el 19 de diciembre de 2011.

Los tipos de cambio fix y spot, y el futuro sobre el tipo de cambio spot se 
pueden observar en la gráfica 1.

Gráfica 1
Tipos de cambio fix y spot, y el futuro sobre el tipo de cambio spot

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo (LibreOffice 3.5.4.2)
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En la Gráfica 1 se puede observar el comportamiento de los tipos de cam-
bio fix y spot, así como el futuro sobre el tipo de cambio spot negociado en 
el MexDer. El tipo de cambio fix tiene una correlación positiva de 0.8377 
con respecto al tipo de cambio spot y una correlación positiva de 0.8331 con 
respecto al futuro sobre el tipo de cambio spot, así mismo el tipo de cambio 
spot tiene una correlación positiva de 0.9562 con respecto al futuro sobre el 
tipo de cambio spot. El precio de mercado de las opciones europeas de compra 
sobre el futuro sobre el tipo de cambio spot serie L negociadas en el MexDer 
se pueden observar en la gráfica 2.

Gráfica 2
Precio de mercado de las opciones sobre el futuro sobre el tipo de 

cambio spot serie L

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo (LibreOffice 3.5.4.2)

En la Gráfica 2 se puede observar el comportamiento del precio de mer-
cado de las opciones sobre el futuro sobre el tipo de cambio spot serie L ne-
gociadas en el MexDer. El tipo de cambio spot tiene una correlación positiva 
y monótona decreciente con valores desde 0.9293 hasta 0.9012 con respecto 
a las opciones desde la clave DA12000L hasta la clave DA13500L y el futuro 
sobre el tipo de cambio spot tiene una correlación positiva y monótona de-
creciente con valores desde 0.9701 hasta 0.9414 con respecto a las opciones 
desde la clave DA12000L hasta DA13500L. Las opciones serie L están dentro 
del dinero en la fecha de vencimiento y únicamente las opciones DA13400L 
y DA13500L generan pérdidas netas para los inversionistas con la posición 
larga.



Revista Nicolaita de Estudios Económicos, Vol. X, No. 2, Julio - Diciembre 2015
José Antonio Climent - Francisco Venegas - Francisco Ortiz 93 

3.2 Estadísticos básicos del rendimiento subyacente

Para modelar las características del rendimiento subyacente de los 19 activos con 
riesgo se realiza la estimación de los parámetros a-estables a través del método 
de estimación de verosimilitud máxima mediante el programa STABLE.EXE5. 
El periodo hábil utilizado para la estimación de los parámetros a-estables es 
el que comprendido entre el 3 de enero de 2011 al 19 de diciembre de 2011 
con 243 observaciones para cada subyacente. Los estadísticos básicos de los 
rendimientos se presentan en el cuadro siguiente:

En el Cuadro 1 el promedio positivo (negativo) indica que el subyacente 
se aprecia (deprecia) con respecto al peso mexicano, por lo que el peso mexi-
cano presenta una tasa de depreciación con respecto a los tipos de cambio fix 
y spot, con respecto al futuro sobre el tipo de cambio spot y con respecto a las 
opciones DA12000L-DA13300L y presenta una tasa de apreciación con res-
pecto a las opciones europeas DA13400L-DA13500L. Además, el coeficiente 
asimetría positivo (negativo) indica que el rendimiento tiene una distribu-
ción que se extiende hacia valores positivos (negativos) con mayor frecuencia 
que hacia los valores negativos (positivos). El coeficiente de curtosis positivo 
(negativo) significa que la distribución del rendimiento es leptocúrtica (plati-

5 Programa desarrollado por John P. Nolan disponible en http://academic2.american.edu/~jpnolan/sta-
ble/stable.html.

Cuadro 1
Estadísticos básicos de los rendimientos subyacentes con riesgo

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer y el programa STABLE.EXE
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cúrtica) con respecto a la distribución gaussiana. Por lo cual los rendimientos 
de los tipos de cambio, del futuro sobre el tipo de cambio spot y las opciones 
europeas de compra presentan asimetría positiva y las distribuciones de todos 
los rendimientos son leptocúrticas.

3.3 Estimación de los parámetros a-estables

El programa STABLE.EXE analiza la serie de tiempo del rendimiento 
subyacente a través del método de verosimilitud máxima y los parámetros 
estimados se presentan en el cuadro siguiente:

Cuadro 2
Estimación de parámetros a-estables de 
los rendimientos subyacentes con riesgo

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer y el programa STABLE.EXE

Los parámetros de estabilidad y asimetría del Cuadro 2 para los rendi-
mientos de los tipos de cambio fix y spot, y los rendimientos de las opciones 
con las claves DA12000L-DA13500L son consistentes con los resultados ob-
tenidos por Dostoglou y Rachev (1999), Ortobelli et al. (2002), Rachev et 
al. (2003), Ortobelli et al. (2004), Rachev et al. (2004), Čížek et al. (2005), 
Ortobelli et al. (2005a), Scalas y Kim (2006), Contreras-Piedragil y Venegas-
Martínez (2011) y Climent-Hernandez y Venegas-Martínez (2011). El pará-
metro de estabilidad indica que la función de distribución del rendimiento 
es leptocúrtica y el parámetro de asimetría positivo (negativo) indica que la 
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distribución del rendimiento tiene el extremo derecho (izquierdo) más pesado 
que el extremo izquierdo (derecho). Por lo anterior los rendimientos de los 
tipos de cambio, el futuro sobre el tipo de cambio spot y las opciones euro-
peas de compra presentan leptocurtosis monótona decreciente para los tipos 
de cambio y el futuro sobre el tipo de cambio spot con parámetros de estabi-
lidad con valores desde 1.6186 hasta 1.4003 respectivamente y leptocurtosis 
monótona decreciente para las opciones europeas de compra con las claves 
DA12000L hasta DA13500L con parámetros de estabilidad con valores desde 
1.4353 hasta 1.3574 y los 19 rendimientos subyacentes presentan parámetros 
de asimetría positivos.

4. el modelo medIA-dIspeRsIón

La primera diferencia entre el modelo media-varianza y el modelo media-
dispersión se debe a que bajo el supuesto de que los rendimientos subyacentes 
tienen una distribución conjunta gaussiana con un parámetro de estabilidad 
único 2a = , en cambio la distribución conjunta ( )1, , na a -estable tiene 
n  parámetros de estabilidad, por lo que se puede suponer que el vector de 
rendimientos n∈r �ℝ𝑛 tiene una distribución a-estable subgaussiana, con 

ka a=  para 1, 2,3k = , donde ( )1 min 1.3348ka a= =  representa el mínimo 
de los parámetros de estabilidad de los rendimientos, 2 1.4229ka a= =  
representa el promedio de los parámetros de estabilidad de los rendimientos y 

( )3 max 1.6186ka a= =  representa el máximo de los parámetros de estabilidad.

4.1 La matriz de covariación

Por el Lema 3, la matriz de covariación kQ  para los valores 1,2,3,4k =  depende 
de los parámetros de estabilidad (0, 2]ka ∈  y de kp  para 1,2,3,4k =  donde 

1 1.33p = , 2 1.42p = , 3 1.61p =   y 4 2p = .
El portafolio óptimo entre los 20 activos, de los cuales 19 son tienen los 

rendimientos nr ∈�ℝ𝑛 y el activo libre de riesgo 0r  es una tasa instantánea anual 
del 5.0793% anual. Para obtener el portafolio óptimo se utilizan los datos de 
los días hábiles a partir del 3 de enero de 2011 al 19 de diciembre de 2011 y se 
considera el método de estimación de verosimilitud máxima de los parámetros 
a-estables del Cuadro 2.

Para analizar las distribuciones conjuntas a-estables subgaussianas y las 
distribuciones conjuntas gaussianas para los rendimientos subyacentes de los 
19 son activos con riesgo se hace el supuesto de que el vector n∈r �ℝ𝑛 tiene una 
distribución a-estable subgaussiana con ka a=  para 1,2,3,4k = , donde los pa-
rámetros de estabilidad son 1 1.3348a = , 2 1.4229a = , 3 1.6186a =  y 4 2a =   por 
lo cual, cada portafolio ( )~ , , ,R k R R RX S ma β γ  donde  ka  representan los pará-
metros de estabilidad, 0Rβ =  es el parámetro de asimetría, , ,R kQγ = w w  es 
el parámetro de escala, Rm  es la media de RX  y kQ  es la matriz de dispersión 
que depende del parámetro de estabilidad ka  y de kp .
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4.2 Portafolio óptimo a-estable

Los inversionistas racionales que desean resolver el problema de optimización 
planteado a través del Teorema 3 obtienen la diversificación de recursos 
siguiente:

Cuadro 3
Portafolio óptimo en mercados a-estables

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo (LibreOffice 
3.5.4.2)

En el Cuadro 3 se presenta la diversificación de recursos de los 19 activos 
con riesgo y el activo libre de riesgo cuando las ventas en corto están permiti-
das.  El portafolio óptimo para el tipo de cambio fix tiene una inversión mo-
nótona decreciente por la posición larga para el modelo a-estable con respecto 
al modelo gaussiano con 45.87% para 1a , 34.73% para 2a  y 34.27% para 

3a . El portafolio óptimo para el tipo de cambio spot tiene una inversión mo-
nótona creciente por la posición larga para el modelo a-estable con respecto 
al modelo gaussiano con 33.21% para 1a , 41.27% para 2a  y 47.37% para 

3a . El Cuadro 3 muestra que el portafolio óptimo para el futuro sobre el tipo 
de cambio spot tiene una inversión monótona creciente por la posición corta 
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para el modelo a-estable con respecto al modelo gaussiano con inversiones de 
44.88% para 1a , 49.18% para 2a  y 50.36% para 3a . El portafolio óptimo 
para las opciones europeas de compra sobre el futuro sobre el tipo de cambio 
spot tiene, generalmente, una inversión monótona y superior para el modelo 
a-estable con respecto al modelo gaussiano. Los inversionistas que suponen 
una distribución gaussiana no están considerando el componente del riesgo 
por la leptocurtosis y los inversionistas que ajustan una distribución a-estable 
para los rendimientos subyacentes, implícitamente están aproximando la com-
ponente del riesgo por la leptocurtosis de la distribución empírica de los rendi-
mientos. El parámetro de estabilidad está relacionado con la inversión óptima 
del portafolio y se observa que el portafolio gaussiano tiene un riesgo mayor 
que el portafolio 3a -estable ya que el portafolio gaussiano tiene un compo-
nente de activos leptocúrticos que no está considerado como en el portafolio 

3a -estable y éste a su vez tiene un componente de activos con leptocurtosis 
que no está considerado como en el portafolio 2a -estable y éste a su vez tiene 
un riesgo mayor que el portafolio 1a -estable. El portafolio óptimo 1a -esta-
ble tiene un riesgo 0.0001γ =X , un rendimiento esperado ( )E 0.0008=X  y un 
índice a-estable 12.2608ρ =X . Por su parte, el portafolio óptimo 2a -estable 
tiene un riesgo 0.0001γ =X , un rendimiento esperado tal que ( ) E 0.0008=X   
y un índice a-estable 12.8259ρ =X , el portafolio óptimo 3a -estable tiene un 
riesgo 0.0002γ =X , un rendimiento esperado ( ) E 0.0008=X  y un índice a-
estable 3.2051ρ =X , y el portafolio óptimo del modelo gaussiano tiene un 
riesgo 0.0034γ =X , un rendimiento esperado ( )E 0.0008=X  y tiene un índice 
de Sharpe 0.1991ρ =X . Por lo anterior, el portafolio óptimo 2a -estable tiene 
el riesgo mínimo, el segundo mejor rendimiento esperado y el índice a-estable 
máximo como medida de desempeño de los portafolios considerados.

4.3 Productos estructurados

Los productos estructurados son una clase de inversión que debido a sus 
características son capaces de generar ganancias con diversas tendencias y 
expectativas del mercado. Los productos estructurados están conformados por 
instrumentos derivados y por lo tanto tienen un grado de apalancamiento, 
lo que les permite crear una gran variedad de perfiles para el modelo media-
dispersión, brindando a los inversionistas diferentes grados de tolerancia al 
riesgo y se encuentran con mayor frecuencia e importancia en los portafolios 
de inversionistas institucionales como: sociedades de inversión, aseguradoras, 
bancos, casas de bolsa y fondos de pensiones. En términos generales, un 
producto estructurado es un instrumento de deuda combinado con otro 
activo de rendimiento incierto.
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4.4 Producto estructurado sobre una opción de venta sintética corta

La inversión óptima en el futuro sobre el tipo de cambio spot, la opción 
DA13400L y el bono que paga una tasa de interés libre de riesgo del 5.0793% 
instantánea anual genera una opción europea sintética posición corta, 
obteniendo la diversificación de recursos siguiente:

Cuadro 4
Portafolio óptimo de una opción sintética posición corta

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo 
(LibreOffice 3.5.4.2)

En el Cuadro 4 se presenta la diversificación de recursos considerando 
el futuro sobre el tipo de cambio spot, la opción DA13400L y el activo libre 
de riesgo cuando las ventas en corto están permitidas. El portafolio óptimo 
para el futuro sobre el tipo de cambio spot tiene una inversión monótona 
creciente por la posición larga para el modelo a-estable con respecto al mo-
delo gaussiano con 49.9655% para 1a , 49.9673% para 2a  y 49.9690% para 

3a . El portafolio óptimo para la opción europea de compra DA13400L tie-
ne una inversión monótona decreciente por la posición corta para el modelo 
a-estable con respecto al gaussiano con 50.36% para 1a , 50.35% para 2a  
y 50.33% para 3a . El portafolio óptimo para el activo libre de riesgo tiene 
una inversión monótona decreciente por la posición larga para el modelo a-
estable con respecto al gaussiano con 50.0010% para 1a , y 50.0009% para 

2a  y 50.0009% para 3a . El portafolio óptimo 1a -estable tiene un riesgo 
de 0.000001γ =X , con un rendimiento esperado de ( )E 0.000149=X  y un ín-
dice a-estable de 3.050442ρ =X , el portafolio óptimo 2a -estable tiene un 
riesgo 0.000001γ =X , un rendimiento esperado ( )E 0.000149=X  y un índi-
ce a-estable 2.519396ρ =X , el portafolio óptimo 3a -estable tiene un riesgo 

0.000002γ =X , un rendimiento esperado ( ) 0.0 49E 001=X  y un índice a-es-
table 2.131359ρ =X , y el portafolio óptimo del modelo gaussiano tiene un 
riesgo 0.000047γ =X , un rendimiento esperado ( ) 0.0 49E 001=X  y un índice 
de Sharpe 0.087419ρ =X , por lo cual el portafolio óptimo 1a -estable tiene el 
riesgo mínimo, el mejor rendimiento esperado y el índice a-estable máximo 
como medida de desempeño de los portafolios considerados. La diversifica-
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ción de recursos es una opción de venta sintética posición corta (synthetic 
short put), la cual genera utilidades cuando el precio subyacente incrementa, 
esto es, se espera un incremento en el futuro sobre el dólar americano.

En la Gráfica 3 se observa que en el modelo 1a -estable se toma la posición 
larga de 1.033294 certificados de la tesorería de la federación (CETE) donde 

0 9.518178B = , se toma la posición larga de 0.013794 futuros sobre el tipo 
de cambio spot donde 0 12.6845F =  y se toma la posición corta de 0.021223 
opciones de compra europeas sobre el futuro sobre el tipo de cambio spot 
donde se tiene que ( ), 0.473689

t
c t F = . El estado de resultados del producto 

estructurado se puede observar en la gráfica 3.

Gráfica 3
Producto estructurado posición larga sobre una opción de venta 

sintética posición corta

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo (LibreOffice 3.5.4.2)
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CETE c(t,F,B)

El producto estructurado ( ), ,t tc t F B   sobre una opción de venta sintética 
corta está compuesto por la posición larga de un certificado de la tesorería 
de la federación 9.835077tB = , la posición larga de un futuro sobre el tipo de 
cambio spot 0.174976tF =  y la posición corta de una opción de compra sobre 
el futuro del tipo de cambio spot ( ), 0.010053tc t F = , a precio de mercado. 
De esta manera se tiene un instrumento de deuda con rendimiento variable 
equivalente al valor de mercado del certificado de la tesorería de la federación 

tB  más el futuro sobre el tipo de cambio tF   menos la opción de compra 
sobre el futuro sobre el tipo de cambio spot ( ), tc t F  menos el valor intrínseco 
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de la opción de compra europea sobre el futuro sobre el tipo de cambio spot 
( )max ,0tF S− . El valor final por la inversión en el certificado de la tesorería 

de la federación 10.3329TB = , en el futuro sobre el tipo de cambio spot tal que 
0.1912TF = , en la opción de compra sobre el futuro sobre el tipo de cambio 

spot donde se tiene que ( ), 0.0098Tc T F =  y en el valor intrínseco de la opción 
de compra sobre el futuro sobre el tipo de cambio spot ( )max ,0 0.0098TF S− = ,  
por lo que el valor del producto estructurado es tal que ( ), , 10.5045T Tc T F B = .  
Por lo cual el producto estructurado ( ), ,t tc t F B  tiene un rendimiento variable 
positivo por la diferencia entre la posición larga en el futuro sobre el tipo de 
cambio spot y la posición corta en una opción de compra europea sobre el 
futuro sobre el tipo de cambio spot. A partir del 21 de septiembre de 2011 la 
opción de compra europea del el futuro sobre el tipo de cambio spot comienza 
a estar dentro del dinero, lo que genera pérdidas para el producto estructurado 
debido al valor intrínseco de la opción de compra DA13400L, sin embargo 
son menores que las ganancias obtenidas por el certificado de la tesorería de la 
federación y por el futuro sobre el tipo de cambio spot. El estado de resultados 
de la opción de venta sintética se puede apreciar en la gráfica 4.

Gráfica 4
Estado de resultados de la opción de venta sintética posición corta

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo (LibreOffice 3.5.4.2)

En la Gráfica 4 se observa que la pérdida máxima se aproxima a 12.2108 
cuando el futuro sobre el tipo de cambio spot tF  desciende y la ganancia 
máxima se aproxima a 0.7155 cuando tF  asciende.
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5. pRoducto estRuctuRAdo sobRe unA cobeRtuRA de compRA A lA AlzA

La inversión óptima de la opción DA12000L, la opción DA3300L y el 
bono que paga una tasa de interés libre de riesgo del 5.0793% instantánea 
anual genera una cobertura de compra a la alza, obteniendo la siguiente 
diversificación de recursos:

Cuadro 5
Portafolio óptimo de una cobertura de compra a la alza

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo 
(LibreOffice 3.5.4.2)

En el Cuadro 5 se presenta la diversificación de recursos considerando en 
la inversión la opción de compra DA12000L, la opción europea de compra 
DA13300L y el activo libre de riesgo cuando las ventas en corto están permi-
tidas. El portafolio óptimo para la opción de compra DA12000L tiene una 
inversión monótona decreciente por la posición larga para el modelo a-estable 
con respecto al modelo gaussiano con 50.0418% para 1a , 50.0394% para 

2a  y 50.0371% para 3a . El portafolio óptimo para la opción de compra 
DA13300L tiene una inversión monótona decreciente por la posición corta 
para el modelo a-estable con respecto al modelo gaussiano con 50.75% para 

1a , 50.70% para 2a  y 50.66% para 3a . El portafolio óptimo para el activo 
libre de riesgo tiene una inversión monótona decreciente en la posición larga 
para el modelo a-estable con respecto al modelo gaussiano con 50.28% para 

1a , 50.26% para 2a  y 50.25% para 3a . El portafolio óptimo 1a -estable 
tiene un riesgo 0.000167γ =X

, un rendimiento esperado ( ) 0.0 05E 008=X  
y un índice a-estable 3.948808ρ =X

, el portafolio óptimo 2a -estable tiene 
un riesgo 0.000175γ =X

, un rendimiento esperado ( ) 0.0 05E 008=X  y un 
índice a-estable 3.781377ρ =X

, el portafolio óptimo 3a -estable tiene un 
riesgo 0.000181γ =X

, un rendimiento esperado ( ) 0.0 05E 008=X  y un índi-
ce a-estable 3.641647ρ =X

, y el portafolio óptimo gaussiano tiene un ries-
go 0.007451γ =X

, un rendimiento esperado ( ) 0.0 05E 008=X  y un índice de 
Sharpe 0.088623ρ =X

. Por lo anterior, el portafolio óptimo 1a -estable tiene 
menor riesgo, mejor rendimiento esperado y el mayor índice a-estable. El 
portafolio óptimo de recursos es una cobertura de compra a la alza (bull call 
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spread) que genera utilidades cuando el precio del subyacente se incrementa, 
esto es, los inversionistas esperan un incremento en el futuro sobre el dólar 
americano. El estado de resultados del producto estructurado se puede obser-
var en la gráfica 5.

Gráfica 5
Producto estructurado posición larga sobre una 

cobertura de compra a la alza

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo (LibreOffice 3.5.4.2)

En la Gráfica 5 se observa que considerando el modelo 1a -estable se toma 
la posición larga de 0.734252 certificados de la tesorería de la federación don-
de 

0 9.518178B = . Se toma la posición larga de 2.938752 opciones de compra 
DA12000L donde ( ), 1.354414tc t F =  y se toma la posición corta de 5.670676 
opciones de compra DA13300L donde ( ), 0.525617tc t F = .

El producto estructurado ( ), ,t tc t F B  sobre una cobertura de compra a la 
alza consta de la posición larga de un certificado de la tesorería de la federación 

6.988742tB = , la posición larga de una opción de compra sobre el futuro del 
tipo de cambio spot ( ), 3.980286tc t F =  y la posición corta de una opción de 
compra sobre el futuro del tipo de cambio spot ( ), 2.980604tc t F = , a precio 
de mercado. En este caso,  se tiene un instrumento de deuda con rendimiento 
variable equivalente al valor de mercado del certificado de la tesorería de la fe-
deración 

tB  más la opción de compra sobre el futuro del tipo de cambio spot 
( ), tc t F  más el valor intrínseco de la opción de compra sobre el futuro del tipo 

de cambio spot ( )max 12,0tF −  menos la opción de compra sobre el futuro del 
tipo de cambio spot ( ), tc t F  menos el valor intrínseco de la opción de compra 
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sobre el futuro del tipo de cambio spot ( )max 13.3,0tF − . El valor final por la 
inversión en el certificado de la tesorería de la federación 7.342521TB = , en la 
opción de compra sobre el futuro del tipo de cambio spot ( ), 5.477833tc t F = , 
en el valor intrínseco de la opción de compra sobre el futuro del tipo de cam-
bio spot ( )max 12,0 5.477833tF − = , en la opción de compra sobre el futuro del 
tipo de cambio spot ( ), 3.198261tc t F =  y en el valor intrínseco de la opción de 
compra sobre el futuro del tipo de cambio spot ( )max 13.3,0 3.198261tF − = ,            
por lo que el valor del producto estructurado ( ), , 11.901665T Tc T F B = . El pro-
ducto estructurado ( ), ,t tc t F B  tiene un rendimiento variable positivo por la 
diferencia entre la posición larga en la opción de compra sobre el futuro del 
tipo de cambio spot DA12000L y la opción de compra sobre el futuro del tipo 
de cambio spot DA13300L. A partir del 19 de abril de 2011 y hasta el 7 de 
junio de 2013, y del 29 de junio al 3 de agosto de 2011 la opción DA12000L 
está fuera del dinero, lo que genera pérdidas para el producto estructurado. 
Además a partir del 21 de septiembre de 2011 la opción DA13300L está 
dentro del dinero, lo que genera pérdidas para el producto estructurado, sin 
embargo estas pérdidas son menores que las ganancias generadas por la op-
ción DA12000L. El estado de resultados del producto estructurado se puede 
observar en la gráfica 6.

Gráfica 6
Estado de resultados de la cobertura de compra a la alza

Fuente: Elaboración propia con datos de MexDer a través de hoja de cálculo (LibreOffice 3.5.4.2)
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En la Gráfica 6 se observa que la pérdida máxima se aproxima a 0.8288 
cuando el futuro sobre el tipo de cambio spot 

tF  desciende a menos de 
10.6456 y la ganancia máxima se aproxima a 1.3544 cuando el futuro sobre el 
tipo de cambio spot 

tF  asciende a más de 12.7744.

6. conclusIones

Los modelos de portafolio óptimo se pueden generalizar bajo el supuesto de 
que los rendimientos tienen distribuciones a-estables, el modelo a-estable 
es teóricamente justificable, empíricamente comprobable y los portafolios 
a-estables consideran más adecuadamente el riesgo debido a la leptocurtosis 
que los portafolios gaussianos.

A través de la combinación lineal del vector de diversificación de recursos 
y del vector de los rendimientos se obtiene el parámetro de escala de la dis-
tribución a-estable, lo que permite plantear el problema de optimización del 
portafolio a-estable para un inversionista con aversión al riesgo. Mediante la 
covariación y el proceso estocástico a-estable se estima la matriz de covaria-
ción para resolver el problema de minimizar el riesgo.

Esta investigación extiendió los trabajos de Ortobelli et al. (2002), Orto-
belli et al. (2004) y Rachev et al. (2004) al caso multivariado utilizando 19 
activos con riesgo que tienen correlaciones positivas entre ellos. Se calcularon 
los estadísticos básicos de los activos con riesgo y se observó que el peso mexi-
cano se deprecia con respecto al tipo de cambio spot en 13 de las 16 opciones 
europeas de compra. El coeficiente de asimetría es positivo en todos los casos y 
lo mismo ocurre para el parámetro de curtosis por lo que las distribuciones de 
los rendimientos subyacentes tienen asimetría positiva y leptocurtosis. Se es-
timan los parámetros a-estables a través del método de verosimilitud máxima 
y se observa consistencia con los resultados obtenidos en las investigaciones 
de Dostoglou y Rachev (1999), Ortobelli et al. (2002), Rachev et al. (2003), 
Ortobelli et al. (2004), Rachev et al. (2004), Čížek et al. (2005), Ortobelli 
et al. (2005a), Scalas y Kim (2006), así como en las investigaciones recientes 
de Contreras-Piedragil y Venegas-Martínez (2011) y Climent-Hernandez y 
Venegas-Martínez (2011). 

Se destaca que modelo media-dispersión tiene diferencias importantes 
con el modelo media-varianza, ya que la distribución conjunta a-estable tiene 
diferentes parámetros de estabilidad mientras que la distribución conjunta 
gaussiana tiene un parámetro de estabilidad único. El portafolio a-estable, 
tiene por lo general, más aversión al riesgo que el portafolio gaussiano ya que 
el modelo a-estable está más apegado a la realidad del mercado. 

 Por último es importante resaltar que a través del problema de optimiza-
ción se construyeron productos estructurados que muestran que el portafolio 
a-estable tiene mayor aversión al riesgo que el gaussiano, mayor rendimiento, 
menor riesgo y mejor desempeño que el portafolio gaussiano.
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